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Wykład 5B. Całkowanie numeryczne przykłady
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Metoda elementów 
skończonych

(MES1)



2

Przykład 1. Przypadek 1D

Analitycznie:

Numeryczne całkowanie z użyciem 1 p. Gaussa: Stopień 
wielomianu

Liczba p. 
Gaussa

𝜉𝑖 𝑤𝑖

1 1 0 2

3 2 − ൗ1
3

+ ൗ1
3

1

1

5 3 − 0.6 
 0

+ 0.6

5/9
8/9
5/9
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Przykład. Przypadek 1D

Analitycznie:

Numeryczne całkowanie z użyciem 2 p. Gaussa:
Stopień 

wielomianu
Liczba p. 
Gaussa

𝜉𝑖 𝑤𝑖

1 1 0 2

3 2 − ൗ1
3

+ ൗ1
3

1

1

5 3 − 0.6 
 0

+ 0.6

5/9
8/9
5/9
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Przykład. Przypadek 2D

Analitycznie:

Numeryczne całkowanie z użyciem 2x2 p. Gaussa:

St. 
Wielom.

L.p.G 𝜉𝑖 𝑤𝑖

1 1 0 2

3 2 − ൗ1
3

+ ൗ1
3

1

1
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𝐹3𝑒
𝑝

= 𝑡𝑒𝑝 1−

1
[1

2
𝜂 − 1 𝜂] 𝑙

2
 𝑑𝜂= 𝑝 𝑙

4
𝑡𝑒 ቚ

1

3
𝜂3 −

1

2
𝜂2

−1

1
= 

𝑝 𝑙

6
𝑡𝑒

Przykład Wyznaczenie zastępczych sił w elemencie 8 (całkowanie analityczne vs numeryczne)

𝐹3𝑒
𝑝

=
1

4
𝑡𝑒𝑝𝑙 1−

1
𝜂 − 1 𝜂 𝑑𝜂 =

 1

4
𝑡𝑒𝑝𝑙 1 ∙ −

1

3
− 1 −

1

3
+ 1 ∙

1

3
− 1

1

3
=

dla 2 pkt. Gaussa:  𝜂1 = −
1

3
 ; 𝜂2 =

1

3
 ;  𝑤1 = 𝑤2 = 1

=
 1

4
𝑡𝑒𝑝𝑙

1

3
+

1

3
+

1

3
−

1

3
 =  

𝑝 𝑙

6
𝑡𝑒

Analitycznie:

Numeryczne całkowanie z użyciem 2 p. Gaussa:

21

34

7

68

5

𝑥

𝑦 𝑝

𝐹3𝑒
𝑝

równoważny wektor obciążenia 
od obciążenia powierzchniowego:

𝐹𝑝
𝑒 = 𝑡𝑒 න

0

𝑙

𝑝 𝑁 d𝑠 𝐹3𝑒
𝑝

= 𝑡𝑒 න

0

𝑙

𝑝 𝑁2 d𝑦

d𝑦 = 𝑙
2
 𝑑𝜂

𝑁2 1, 𝜂 = −1
2 1 − 𝜂 𝜂
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Przykład Wyznaczenie zastępczych sił w elemencie 8 (całkowanie analityczne vs numeryczne)

dla 2 pkt. Gaussa:  𝜉1 = 𝜂1 = −
1

3
 ;  𝜉2= 𝜂2 =

1

3
 ;  𝑤1 = 𝑤2 = 1

𝐹11𝑒
𝑋 = 𝑡𝑒

𝑙2

8
𝑋 1−

1
1−

1
1 + 𝜉 1 − 𝜂2  𝑑𝜉 𝑑𝜂=

= 𝑡𝑒
𝑙2

8
𝑋 

൨

1 ∙ 1 −
1

3
1 − −

1

3

2
+ 1 ∙ 1 +

1

3
1 − −

1

3

2
+

+1 ∙ 1 −
1

3
1 −

1

3

2
+ 1 ∙ 1 +

1

3
1 −

1

3

2
= 

1

3
 𝑡𝑒𝑋𝑙2

Numeryczne całkowanie z użyciem 2x2 p. Gaussa:

21

34

7

68

5

𝑥

𝑦

𝑋  = 𝑋, 𝑌 𝐹11𝑒
𝑋

równoważny wektor obciążenia 
od obciążenia masowego:

𝐹𝑋
𝑒 = 𝑡𝑒 න

𝐴𝑒

𝑋 𝑁 d𝐴𝑒

d𝑦 = 𝑙
2 𝑑𝜂

𝐹11𝑒
𝑋 = 𝑡𝑒 න

𝐴𝑒

𝑋 𝑁6 d𝐴

d𝑥 = 𝑙
2
 𝑑𝜉

𝑁6 𝜉, 𝜂 = 1
2 1 + 𝜉 1 − 𝜂2

𝐹11𝑒
𝑋 = 𝑡𝑒𝑋 1−

1
1−

1 1

2
1 + 𝜉 1 − 𝜂2 𝑙

2
 𝑑𝜉 𝑙

2
 𝑑𝜂= 1

3
 𝑡𝑒𝑋𝑙2Analitycznie:
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Przykład. Element-8węzłowy, całkowanie numeryczne (n=3).
                  Znaleźć pole elementu i objętość V0.

V0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

𝟏

𝟐

𝟑

𝟒

𝟓

𝟔
𝟕

𝟖

𝑥𝑖 = 2, 7, 4, −1, 5, 5, 1, 1 ;

𝑦𝑖 = 1, 4, 9, 4, 2, 6, 7, 3

1𝑥8

1𝑥8



Przypomnienie: Reguła kwadratur Gaussa dla elementów 2D

:  𝜉1 = 𝜂1 = − 0.6 ,  𝜉2 = 𝜂2 = 0 ,  𝜉3 = 𝜂3 = 0.6 

𝑤1 = 𝑤3 =
5

9
 ; 𝑤2 =

8

9

𝜉

𝜂

1−1

1

−15

9
·

5

9
= 

25

81
8

9
·

5

9
= 

40

81
5

9
·

5

9
= 

25

81

5

9
·

5

9
= 

25

81

5

9
·

5

9
=

25

81

5

9
·

8

9
= 

40

81
5

9
·

8

9
= 

40

81

8

9
·

5

9
=

40

81

8

9
∙

8

9
= 

64

81

𝑤𝑖𝑤𝑗

𝜉

𝜂

1−1

1

−1− 6 , − 6 + 6 , − 6 

+ 6 , + 6 

− 6 , + 6 

0, − 6 

− 6 , 0

0, 0

+ 6 , 0

0, + 6 

(𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)

𝒏 = 𝟑

8
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𝑥 = 𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑥𝑖 𝑒       ; 𝑦 = 𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑦𝑖 𝑒
1 × 8 8 × 1 1 × 8 8 × 1

𝑉0 = 𝐴
𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦=

= 1−

1
1−

1 1

2
𝑥+

2

3
𝑦 + 2 det 𝐽(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜉𝑑𝜂=

= 1−

1
1−

1 1

2
𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑥𝑖 +

2

3
𝑁(𝜉, 𝜂) 𝑦𝑖 + 2 det 𝐽(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜉𝑑𝜂=

= 𝑑𝑒𝑡 𝐽 =
𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑥𝑖 𝑒

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑦𝑖 𝑒 −

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜉
𝑦𝑖 𝑒

𝜕 𝑁(𝜉,𝜂)

𝜕𝜂
𝑥𝑖 𝑒 =

=
1

2
𝑁(− 6 , − 6 ) 𝑥𝑖 +

2

3
𝑁(− 6 , − 6 ) 𝑦𝑖 + 2 det 𝐽(− 6 , − 6 ) ·

5

9
·

5

9
+

+
1

2
𝑁(0, − 6 ) 𝑥𝑖 +

2

3
𝑁(0, − 6 ) 𝑦𝑖 + 2 det 𝐽(0, − 6 ) ·

8

9
·

5

9
+

+
1

2
𝑁( 6 , − 6 ) 𝑥𝑖 +

2

3
𝑁( 6 , − 6 ) 𝑦𝑖 + 2 det 𝐽( 6 , − 6 ) ·

5

9
·

5

9
+

+
1

2
𝑁(− 6 , 0) 𝑥𝑖 +

2

3
𝑁(− 6 , 0) 𝑦𝑖 + 2 det 𝐽(− 6 , 0) ·

8

9
·

5

9
+

+
1

2
𝑁(0,0) 𝑥𝑖 +

2

3
𝑁(0,0) 𝑦𝑖 + 2 det 𝐽(0,0) ·

8

9
∙

8

9
 +  …  = 220.4 𝑚𝑚3 

Wyliczenie objętości

Obliczanie tego wyznacznika 
pokazane było w prezentacji  
Wyklad 04B
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𝐴 = ඵ
𝐴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

= 1−

1
1−

1
det 𝐽(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜉𝑑𝜂 =

+ det 𝐽(0, − 6 ) ·
8

9
·

5

9
 + det 𝐽( 6 , − 6 ) ·

5

9
·

5

9
 +

+ det 𝐽(− 6 , 0) ·
8

9
·

5

9
 + det 𝐽(0,0) ·

8

9
∙

8

9
 

= det 𝐽(− 6 , − 6 ) ·
5

9
·

5

9
 

+ det 𝐽(0, 6 ) ·
8

9
·

5

9
  +

+ det 𝐽(0, 6 ) ·
8

9
·

5

9
 + det 𝐽( 6 , 6 ) ·

5

9
·

5

9
 + det 𝐽(− 6 , 6 ) ·

5

9
·

5

9
 = 33 333 𝑚𝑚2 

Wyliczenie pola
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